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Abstract

An elliptic curve is a pair (E,0), where E is a smooth projective curve of genus 1
and O is a point of E, called the point at infinity. Every elliptic curve can be given by a
Weierstrass equation

E: y2+al$y+a3y=’£3+a2z‘2+a4x+a6.

Let Q be the set of rationals. F is said to be difined over Q if the coefficients a;, i =
1,2,3,4,6 are rationals and O is defined over Q.

Let E/Q be an elliptic curve and let E(Q)tops be the torsion group of points of E
defined over Q. The theorem of Mazur asserts that E(Q)¢opg is one of the following 15
groups

Z | mZ m=1,2,...,10,12
E(Q)tors — { Z/ ) ~ )& ) 0) ’
[2Zx ZL[2mZ, m=1,23 4.
We say that an elliptic curve E'/Q is isogenous to the elliptic curve E if there is an isogeny,
i.e. a morphism ¢ : E — E’ such that ¢(O) = O, where O is the point at infinity.

We give an explicit model of all elliptic curves for which E(Q)¢qgyg is in the form Z /mZ
where m = 9,10,12 or Z /27 x Z/2mZ where m = 4, according to Mazur’s theorem.
Morever, for every family of such elliptic curves, we give an explicit model of all their
isogenous curves with cyclic kernels consisting of rational points.
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1. Introduction

Soit E une courbe elliptique définie sur (Q par la forme de Weierstrass-Tate:
E: ¢’ +aizy + asy = 23 + axx? + aux + ag, (1)
avec ai,as,as3,as,a¢ € Q. Soit m > 1 un entier. Si E admet un point de torsion d’ordre

exactement m, alors E est paramétrisable par la courbe modulaire X, (m). D’apres le théoreme
de Mazur [4], la structure du sous-groupe des points de torsion E(Q)yyg est de la forme

2(Q) _{Z/mZ, m=1,2,...,10,12,
tOrs =\ 7/2Z x Z/2mZ, m = 1,2,3,4.
Ainsi, pour m € {1,...,10,12}, la courbe modulaire X;(m) est de genre nul, et on peut donc

exprimer les quantités aj,as,as,as,as a ’aide des mémes parametres. Des paramétrisations
de quelques courbes elliptiques définies sur Q et ayant un sous-groupe E(Q)ors donné ont été
données (voir par exemple [1], [2], [6] et [7]). D’autre part, toutes les isogénes des courbes
elliptiques de sous-groupe de torsion E(Q)iqps de la forme Z/mZ, m = 2,...,8 et Z/2Z x
Z[2mZ, m = 1,2,3, correspondant & des isogénies de noyaux formés par des points rationnels,
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ont été explicitées dans [6]. Nous complétons ici ce formulaire dans le cas ot E(Q)¢qpg est de
la forme Z /mZ avec m = 9,10, 12 ou de la forme Z /27 x Z /2mZ avec m = 4.

Si E admet un point de torsion d’ordre m, on peut, par translation, ramener ce point a
Py, = (0,0). On peut ainsi écrire I’équation de E sous la forme (1) avec ag = 0. On peut
d’autre part transformer E de telle sorte que la ligne y = 0 soit tangente en Fy. Ceci donne
alors a4 = 0. Finalement I’équation de E peut s’écrire sous la forme

E: ¥ +aizy + asy = 2° + ar2®.
Si Py est d’ordre m > 4, alors as # 0 et ag # 0. Le changement de variables (z,y) = (u?z’, uy’)
transforme 1’équation de E en:

2, _ 3, _ 2
E: y” +utarr'y +u a3y = 2" + u " axa’”.

Le choix v = a3/as permet d’avoir u 3a3 = u 2as. En posant alors v 'a; = 1 — A/C,
u3az = —B/C, ou A, B et C sont des entiers, et en effectuant la transformation (z',y') =
(C72X,C73Y), équation de E devient:

E=FE(A,B,C): Y? 4+ (C - AXY — BC?Y = X3 - BOX*. (2)

Pour m > 4, la structure de X;(m) peut étre déterminée a I’aide de ’équation ¥,,(0,0) = 0, ou
U, (X,Y) est le polynome de m-division (voir [6] ou [8]). Ceci permet d’exprimer A, B et C
en fonction de deux parametres s et t. On peut donc déterminer facilement tous les points de
torsion rationnels de F, et déterminer la structure exacte du sous-groupe des points de torsion
de E. Dans ce cas, les formules de Vélu [9] permettent alors de déterminer une expression
de toutes les isogenes de E, en divisant E par les sous-groupes cycliques composés de points
rationnels. Cette méthode a été utilisée dans [6] pour une partie des courbes elliptiques définies
sur Q et ayant un point de torsion d’ordre m, avec 2 < m < 8.

Nous donnons dans les parties 2, 3, 4 et 5 les différentes expressions obtenues de cette facon
a partir des courbes elliptiques définies sur QQ et ayant un sous-groupe de points de torsion de
la forme Z /27 x Z/8Z ou de la forme Z/mZ avec m = 9,10,12. Dans ce travail, les courbes
elliptiques sont indexées en poursuivant la numérotation commencée dans [6].

2. Courbes Elliptiques de Sous-groupe E(Q)t{ors = Z/2Z x Z /8L
L’expression des courbes elliptiques ayant Py = (0,0) pour point de torsion d’ordre 8 a été
déterminée dans [6]. Son équation est
Esp - y? — (282 —4ST + T?)ay — S*T(S - T)(2S - T)y
=z® - S%(S - T)(2S - T)2?,
et a pour discriminant
Az = S8T%(S —T)%(2S — T)*(85? — 8ST + T?).

Le cas ou 85% — 85T + T n’est pas un carré a été étudié dans [6] et donne lieu aux isogenes
FEs3, Es3, E3a, Ess, Ese.

2.1. Courbe Elliptique E37

Supposons donc ici que 852 — 85T + T? = Z? pour un rationnel Z. On écrit alors
85? —8ST +T? = (T — 45)* —85* = 77,
ce qui donne la paramétrisation
S =st, T=s>+4st+ 2t Z =s>—2t.
L’équation de F3; devient donc :

Esr: y? 4+ arzy + azy = 2° + axa’,
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avec
ay = —(s* + 453t + 657t + 8st> + 4t*),
ay = —s°t*(s +t)(s + 2t)(s* + 2st + 2t%),
az = —s°t3(s + 1) (s + 2t)(s* + 2st + 2t*)(s? + 4st + 2t7).
Le discriminant est alors :
Azr = 588 (s + )8 (s + 26)8(s? — 2t2)%(s® + 2st + 2t2)4(s? + 4st + 2t2)2.

La courbe E37 a trois points de torsion d’ordre 2, dont Ry = (21, —(a121 + a3)/2), avec z; =
—t3(s 4+ t)(s% + 2st + 2t%) (s + 4st + 2t%). Les différents sous-groupes finis sont alors < 4P >,
<R > <4Py+ Ry >, <2FPy >, <2F)+ Ry >, < Py>et < Py + Ry >.

2.2. Courbe Elliptique Esg

En divisant E3; par le sous-groupe < 4F, >, on trouve la courbe
FEss: y? + a1y + azy = x° + asa? + asx + ag,

avec

ap = —(s* + 453t + 657t + 8st> + 4t*),

ay = —s2t%(s + t)(s + 2t) (s + 2st + 2t%),
—5313(s 4+ ) (s + 2t) (s + 2st + 2t*)(s? + 4st + 2t7),
—5stth (s 4+ 2t)* (s + t)*,
ag = —s*ti (s + 1) (s +2t)*

x (s + 857t + 24557 + 375 + 47s** + T4s%t° + 965°t° + 64st” + 16t%).

a3

Q4

Le discriminant est alors

Asg = sttt (s + 1)1 (s + 26)(s? — 2t2)*(s® + 2st + 2t%)8(s? + 4st + 2t%)%.

2.3. Courbe Elliptique Ej3g

En divisant E3; par le sous-groupe < R; >, on trouve la courbe
FEsg : y> + a1y + azy = x° + asa? + asx + ag,
avec
a; = —(s* +45°t + 657t + 8st® + 4t*),
—s%t2 (s + 1) (s + 2t) (s + 2st + 2t%),
ag = —s°t3(s + t)(s + 2t)(s* + 2st + 2t*)(s* + 4st + 2t7),
ag = 5t*(s + t)*(s? — 2t*)(s? + 2st + 2t%)*(s? + 4st + 2t%),
ag = t* (s + t)*(s? — 2t%)(s* + 2st + 2t7) (s + 4st + 2t7)
x (s + 857t + 2455t + 3755 + 19s*t* — 385%° — 725%% — 485t — 12¢%).
Le discriminant est alors

Agg = —s"t4 (s + 1) (s + 2)*0 (5% — 2t%)(s? + 25t + 2t%)?(s? + 4st + 2t?).

a2

2.4. Courbe Elliptique Ey4

En divisant E3; par le sous-groupe < 4P, + R; >, on trouve la courbe

By : y? + arzy + azy = 2° + axz” + asw + ag,
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avec

a; = —%(54 +45%t + 657t + 8st® + 4t*),

ay = —isth(s + ) (s + 2t)(s* + 2st + 2t7),

1 . .
as = _55%3(3 +t)(s + 2t)(s? + 2st + 2t%)(s% + 4st + 2t%),

ay = —2i5634(8 + 2t)4(82 _ 2t2)(82 + 25t + 2t2)2(82 4 dst + 2t2),
1
ag = 409684(8 +20)4 (52 — 262)(8% + 25t + 242)2(s2 + dst + 2t%)

x (35% 4+ 2457t + 72557 + 765> — 765*t* — 2965°t> — 3845°1% — 2565t — 64t%).
Le discriminant est alors

Ago = st (s + 1)1 (s + 26)*(s® — 22)(s% + 2st + 2t3)2 (s + 4st + 2t2).

2.5. Courbe elliptique E,;
En divisant E3; par le sous-groupe < 2F, >, on trouve la courbe
FEy1 : y2 + a1y + azy = z° + a2x2 + a4z + ag,
avec

a; = —(s* + 45%t + 6527 + 8st® + 4t*),

ay = —s2t%(s + t)(s + 2t)(s* + 2st + 2t%),
az = —s3t3(s + t)(s + 2t) (s + 2st + 2t7) (s + 4st + 2t?),
ay = —5s°t*(s + t)? (s + 2t)*
x (5% + 857t + 335517 + 865°t3 + 149s*t* + 1725%t> + 1325715 + 64st” + 161%),
ag = —s°t3(s +1)%(s + 2t)?

X (8" + 165"t + 135547 + 7755"t% 4 32745"%t* + 105315' 11> + 2635351
+521255°t7 4 823395%° + 104250s7¢” + 1054125%0 + 84248s°¢'*
+523845"t"? + 24800s%'® + 8640s°t'* + 2048st'® + 256t'°).

Le discriminant est alors

Agy = 522 (s + )2 (s + 2t)%(s? — 2t2)8(s® + 2st + 2t2)4(s? + 4st + 2t2)5.

2.6. Courbe Elliptique E4

En divisant E37 par le sous-groupe < 2Py + R; >, on peut écrire le résultat sous la forme:

. b b b
E42: y2:$3+22$2+54$+z6,
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avec
by = s® + 85t + 2455t + 4457t + 685t + 885°t° + 9657t° + 64st” + 16¢°,
by = s°t*(s + 2t)(s + t)
X (10310 + 1115% + 42055t + 43257t% — 1106s5¢* — 32545°t° — 2212515
+ 1728537 + 3360s%1° + 1776st° + 320t10),
bg = s°t%(s + 2t)%(s + t)?
x (8% + 85"t + 85%1% — 60s°t* — 164s*t" — 1205°t> + 325%% + 64st” + 16t°)
X (438 + 3257t + 685542 — 3653 — 223511 — 725345 + 272525 + 25657
+ 64t8) .
Son discriminant est

Agy = =522 (s + )% (s + 26)%(s% — 2t2)%(s% + 2st + 2t3)10(s% + 4st + 2t7)°.

2.7. Courbe Elliptique E4;3

En divisant E37 par le sous-groupe < Py >, on trouve une courbe dont 1’équation peut étre
ramenée sous la forme :
By y? ::U3+%2a:2+%4x+%6,
avec
by = 5% + 857t + 245%t% + 445°t + 68s*t* + 8853t° + 965%t® + 64st” + 16¢5,
by = —st(s + 2t)(s + 1)
x (10512 + 2105t + 186951012 + 96205%4° + 323285°t* + 753465745
+ 125494555 4 150692s°t" + 1293125%% + 76960s°t” + 299045%¢10
+ 67205t + 640t12),
bg = —st(s + 2t)(s + t)

x (58 + 2457t + 1525512 4 484573 + 8925t + 9685°t° 4 6085%t° + 19257
+ 16t8)

X (4512 + 765"t + 6525017 + 3304s°t% + 1101255%* + 2554757t + 4248555
+ 510945°t7 + 44048515 + 26432537 4+ 104325710 4 24325t + 256t12).

Le discriminant est

Agz = st(s + 1) (s + 2t) (s> — 2t2)10(s% + 2st + 2t)2 (s + 4st + 2t%)™.

2.8. Courbe Elliptique Eyy

En divisant E37 par le sous-groupe < Py + Ry >, on peut écrire le résultat sous la forme :

. b b b
Eh4: yz ::x34-jfag +'?§$'+ j?
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avec
by = 5% + 857t 4 245%t? 4 445°t3 + 68st* + 8853t% + 9652t° + 64517 + 16t°,
by = st(s +t)(s + 2t)
x (10512 + 30s't — 1095042 — 82053 — 2328s%t* — 430657t® — 64545548

— 8612s°t7 — 93125 — 6560s%t° — 17445210 4 9605t + 640t12),
bg = st(s +1t)(s +2t)
X (58 — 85"t — 7255¢? — 2205°t3 — 38851t — 44053t> — 28852t% — 64st”

+ 16t8)
X (4512 + 205t + 3651012 + 645°¢ + 32455t* + 1125577 + 21235546
+22505°t7 + 12965%% + 5125%t° + 576520 + 640st'" + 256t12).

Le discriminant est
Agy = —st(s +1) (s + 2t) (s — 2t2) (s + 25t + 2t%)%(s® + 4st + 2t%)16.

3. Courbes Elliptiques de Sous-groupe E(Q)tors = Z/9Z

3.1. Courbe Elliptique Eg;

Pour que le point Py = (0,0) soit d’ordre 9 sur la courbe elliptique E définie par (2), on
doit avoir ¥y(0,0) =0, et donc

AP+ CA* + A3C? — A*BC — 3A2BC? + 3AB?*C? — B*C? = 0.
Ainsi (A/C, B/C) est un point rationnel sur la courbe singuliere d’équation :
XP+ X'+ X% - XY - 3X?Y +3XY?-YV?=0.
En posant Y = dX, on obtient X% — dX + X = (d — 1)%. En posant X = (d — 1)s/t, avec s et
t entiers, on en obtient d = (s? — st + t2)/t>. On peut alors prendre :
A=5*(s—t), B=s(s—t)(s* —st+1t?), C =1t°.
Apres réduction, I’équation de la courbe (2) devient :
Eys: y® 4+ arwy + agy = @° + aza’,

avec

ay = — (83 — s%t — t%),

ay = —s%t(s — t)(s* — st + t%),

az = —s*th(s — t)(s* — st + t2).
Son discriminant est

Ags = s%1(s —1)°(s% — st + t2)3 (s> — 65°t + 3st® + 7).

Les sous-groupes finis nécessaires pour déterminer les isogenes de la courbe Ey5 sont < 3F, >
et < Py >.

3.2. Courbe Elliptique E44

En divisant E,5 par < 3P, >, on trouve la courbe

Es6: y? + arzy + azy = 2° + axz® + asw + ag,
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ou les expressions de a1, as et az sont donnés dans Ey5 et avec
ay = —58°t3(s — t)*(s® — 3s°t + %),
ag = —s°t3(s —t)?
x (5% — 958t + 27s7t? — 225543 — 195°t* + 33515 — 95316 — 45%t7 +1%).
Le discriminant est alors
Ay = %1% (s — 1)3(s* — st +t2)?(s® — 65°t + 3st* + t)°.

3.3. Courbe Elliptique E4;

En divisant E,5 par < Fy >, on trouve la courbe
Eyr s vy + arzy + azy = 2° + axz® + asw + ag,
ou les expressions de a1, as et az sont donnés dans Ey5 et avec
as = —Hst(s —t)
x (57 — 8s7t? + 25553 — 47551 + 61s*° — 535310 + 28577 — 951 + 19),
ag = —st(s —t)
X (315 + 851t — 555342 + 1755'2% — 4665 ¢t 4+ 1173510° — 25185t
+ 4189557 — 5236575 + 49385%% — 35185°¢'0 + 1861s*t'! — 698s%t'?
1675218 — 235t t15).
Le discriminant est alors
Agr = st(s — t)(s? — st +17)3(s% — 65t + 3st® + %)°.

4. Courbes Elliptiques de Sous-groupe E(Q)tors = Z/10Z

4.1. Courbe Elliptique FE g

Pour que le point Py = (0,0) soit d’ordre 10 sur la courbe (2) avec 5P, # 0, il faut avoir
A# Bet A"+ A*B+3CA3B+C?A?B—-3CA?B?-2C?*AB?>+C?B3 = 0. En posant X = A4/C
et Y = B/C, on obtient la courbe singuliére déquation:

X°+ X'Y 4+ 3X%Y + XY - 3X?Y? - 2XY? +Y? =0.
Si on pose Y = dX pu d est un rationnel, on obtient X?(d + 1) + 3Xd(1 — d) + d(1 — d)? = 0.
Si on pose X = (1 —d)s/t, ou s et t sont des rationnels quelconques, on obtient alors
. s? _s(s+t)(2s+ 1) Y__s3(s—|—t)(2s—|—t)
s2+3st+t27 7 (s2+3st+t2)t7 T t(s?+ 3st +2)2’
et donc
A=s(s+t)(2s+1t)s> +3st+1°), B=—s(s +t)(25 + 1), C = t(s> + 3st +1°)°.
Apres réduction, on obtient la courbe d’équation :
Euis: y* + arzy + azy = 2° + asa?,
avec
ay = —(25% + 25t — 2st* — %),
az = s°t(s +1)(2s + 1),
az = s3t%(s +1)(2s + t) (s + 3st + 7).
Le discriminant est alors
Agg = =517 (s + 1)10(25 + 1)°(s? + 3st + t2)?(4s* + 25t — 7).
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Les sous-groupes finis sont alors < 5Py >, < 2Py > et < Py >.

4.2, Courbe elliptique Eq49

En divisant F,g par < 5P >, on trouve la courbe :
Eu: y? + arzy + azy = 2° + axz® + asw + ag,
ou les expressions de a1, as et az sont donnés dans E,g et avec
ag = —5s8°(s +1)°(s* + 3st + t?),
ag = —s° (5 +1)°(s? + 3st + t)(—3s% — 125°t — 20s** — 155°t> + 4st® + 1°).
Le discriminant est alors
Ay = 5110 (s + 1)°(2s + 1)*0(s? + 3st + t2)(4s* + 2st — 7).

4.3. Courbe Elliptique Esg

En divisant Eg par < 2P >, on trouve la courbe :
Exp - y2 +arxy +azy = o + asx® + agx + ag,
ou les expressions de a1, a2 et az sont donnés dans E,g et avec
ay = 58°t(s + t)%(2s + t)(4s5 — 10s*? — 125313 — 85%t* — 4st® — 1Y),
ag = st(s +1)*(2s + 1)
x (16312 — 485t — 3165'%? — 5625°t” — 5705°t" — 578s"t> — 6835°1°
— 626577 — 370545 — 1415%t° — 385210 — 8stll — t”).
Le discriminant est alors
Asg = —s%t(s +1)? (25 + t)(s? + 3st + t2)10(4s? + 2st — t*)°.

4.4. Courbe Elliptique Es;

Enfin, en divisant E,g par < Py >, on trouve la courbe :
Ex - y2 + a1y + azy = 2 + asz® + asx + ag,
ou les expressions de a1, as et az sont donnés dans E,g et avec
as = —Hst(s +t)

X (510 + 757t + 835%1% + 34657t + 7395%" 4 93555t + 7295%° + 3525317
+1025%5 + 165t° + tlo),
ag = s(s +t)
X (3516 + 33515t — 5435442 — 5875513 — 2793052t — 832065147
— 1701565%% — 2480305%7 — 2634245%% — 2064315"t? — 11967455¢°
— 50891s°t! — 1554152 — 32795%'3 — 4465%t'* — 34t*0s — t16).

Le discriminant est alors
Az = st?(s +1)(25 + t)? (s + 3st + t2) (4s? + 2st — 2)"0.

5. Courbes Elliptiques de Sous-groupe E(Q){ors = Z/12Z

5.1. Courbe Elliptique Ess



Isogenous of the Elliptic Curves over the Rationals 345

Pour que Py = (0, 0) soit d’ordre 12 sur la courbe (2), on doit avoir A # 0, A>—BC+CA #
0, et A® + C%2A* + A*BC — 5C?A®B — CA%B® + 10A?B?C? — 9AC?B? + 3C?B* = 0. Ainsi
(A/C,B/C) est un point rationnel sur la courbe singuliére d’équation:
X0+ X'+ XY - 5X%Y — X?Y? +10X°Y? - 9XY? +3Y* = 0.
Enposant X = (1—d)getY = dX,avecd # 1 et g # 0, on obtient (q+3)d*+(g—3)d+¢*+1 = 0,
et en posant

_ 52 + 3t?
q= T4z
on obtient alors
d= _52 — 2st + 5t?
2t(s — 3t)
X (82 — t2)(s? + 3t?)
8t3(s —3t) '
v — (s2 —t2)(s? + 3t2)(s% — 2st + 5t2)

16t4(s — 3t)2 ’

et on peut donc prendre

A= —2t(s — 3t)(s* — t?)(s* + 3t?),

B = (s* — t*)(s* + 3t%)(s* — 2st + 5t%),

C = 16t*(s — 3t)%.
En remplacant = par u?z et y par u®y dans (2), avec u = —2t(s — 3t), on obtient la courbe :

Esy: y* + ayzy + azy = 2° + apa’,

avec

ay = —(s* 4+ 25%t* + 8st® — 27t%),
ay = —4t*(s? — t?)(s* + 3t*)(s* — 2st + 5t7), (3)
az = 32t°(s — 3t)(s* — t?)(s* + 3t%)(s* — 2st + 5t7).
Son discriminant est alors
Asy = 212812 (s — )12 (s + 1)%(s — 3t)% (s + 3t%)*(s® + 65t — 3t%) (s — 2st + 5t2)°.
Les différents sous-groupes finis qui permettent de déterminer les expressions des isogenes de
Ess sont < 6Py >, < 4Py >, <3Py >, < 2Py > et < Py >.

5.2. Courbe Elliptique Es3

En divisant E55 par < 6P >, on obtient la courbe :
Ess: y? 4+ arzy + azy = 2° + axz® + asw + ag,

ou les expressions de aj, as et ag sont donnés dans (3) et

ay = —320t%(s — ) (s* + 3t)?,

ag = —64t5(s — t)%(s* + 3t°)

x (8% — 1255 + 485°t% — 162s*t* + 3205°t> — 380510 + 144st” + 297¢%).
Son discriminant est alors
Asz = 20t0(s — )0 (s + t)'2(s — 3t)* (s + 3t%)*(s® + 6st — 3t%)? (s — 2st + 5t)°.

5.3. Courbe Elliptique Es4

En divisant E55 par < 4P, >, on obtient la courbe :
FEsy - y2 + a1xy + asy = 22 + as2? + ayx + ag,
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ou les expressions de aj, as et ag sont donnés dans (3) et
ay = —80t*(s + )2 (s — t)*(s? — 2st + 5t%)(s* — 65212 + 24st® — 3t%),
ag = —16t*(s + )2 (s — t)*(s* — 2st + 5t?)
x (312 — 1851042 4 725%3 + 131s%¢% — 11525745 + 26765%¢°
— 13285°t" — 5833s® + 114565%t” — 106265210 + 9384st*! — 667t12).

Son discriminant est alors
Asy =244 (s — t)* (s + )% (s — 3t)5(s” + 3t2)'2(s* + 65t — 3t%) (s — 2st + 5t2).

5.4. Courbe Elliptique Es;

En divisant E55 par < 3P, >, on obtient la courbe :
Exs - y2 + a1y + azy = z° + a2x2 + a4z + ag,
ou les expressions de a;, as et ag sont donnés dans (3) et
ay = 40t (s — t)*(s* + 3t?)
x (8% — 12557 — 245°¢% + 545" + 485%t® + 180s%t® — 24st” + 33t%),
ag = 8t°(s — )3 (s + 3t%)
X (516 — 245147 — 88517 + 3725 24" + 7525117 — 11765'°t° + 504517
— 14418s%% + 20896s7¢? — 334805541 + 653045°t!! — 62396542
+ 390245313 + 32760s%t'* + 4680st'° + 12825t16).

Son discriminant est alors
Ass = —2%13(s — t)3(s + 1) (s — 3t)?(s® + 3t?)(s* + 65t — 3t%)* (s> — 2st + 5t%)'2.

5.5. Courbe Elliptique Esg¢

En divisant E55 par < 2P, >, on obtient la courbe :
Es6 : y? + arzy + azy = 2° + axz® + asw + ag,
ou les expressions de aj, as et ag sont donnés dans (3) et
ay = —20(s — t)*t?
x (512 + 2251042 — 85%% 4 12355t + 16057t + 2285%1% + 2085°™ + 1799515
— 8645%° + 12545210 4 504st!! + 669t12),
ag = —4(s — t)*t?
X (820 + 665 84% — 7251743 4 8735161 — 1605°¢° 4 5400s14¢°

— 390453t + 337625'2t% — 1440s'1¢° — 55476510410 + 3815525%¢!1
— 6371905%'2 4 754976573 — 4694805%t'* + 3409925°¢'° — 2670755*t'C

+ 408864537 — 6675052t + 2163445t + 407293t2°).

Son discriminant est alors
Ase = 2%t (s — t)%(s + t)* (s — 3t)12 (s + 3t%)8(s® + 65t — 3t%)5 (s — 2st + 5t2)2.

5.6. Courbe Elliptique Es5;
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En divisant E55 par < Fy >, on obtient la courbe :
Esr: y* + a1zy + azy = 2° + ax2” + auz + ag,
avec a1, a2 et az donnés dans (3) et
aq = 10t(s — t)

X (514 — 18513t + 111522 — 4765143 + 1257504 — 2854597 + 41115%°
— 445657t" + 20115%% + 7065°¢" — 706750 4 742853t — 50615%'2
— 3308113 + 21021t14),
ag = 2t(s —t)?
x (522 — 46571t + 6315%°1% — 5084513 + 2673158t — 1078865' 717

+ 3329095015 — 8307365'°t" + 16613065 4t® — 27275805 3t"

+ 3390262521 — 208864851t 4+ 10327745012 + 16303245%¢13
— 249051853t + 192446457t'® — 2970539s5¢'¢ + 904948255¢!7
—20398461s%'® + 170767085%¢t'? — 118314255%¢%° — 146323905t
+ 27052025t22) .

Son discriminant est alors
Asy = —2t(s — t)(s +1)%(s — 3t)5(s? + 3t2)3(s? + 6st — 3t%)12(s? — 2st + 5t°)%.

5.7. Courbe Elliptique FEj;g

347

La courbe Es3 a trois points de torsion R;(x;,y;), i = 1,2,3, chacun d’ordre 2, avec y; =

—(alxi + a3)/2 et

1
m=—7 (s® — 12557 + 485717 — 162s*t* + 3525°t° — 41257¢% + 240st™ + 201¢°) ,

zo = —16t3(s — t) (s + 3t*)(s* — 2st — t?),
T3 = 16t°(s — t)(s* + 3t%)(s? — 2st + 3t7).

En divisant Ej53 par le sous-groupe < R; >, on obtient la courbe FEs2 et en la divisant par

< R > on obtient Fs5. Enfin, en divisant F53 par < R3 >, on obtient la courbe
Ess : y? + arzy + azy = 2° + axa® + asw + ag,
avec ap, a2 et ag donnés dans (3) et
ay = —40t3(s* + 3t%) (s — t)?

X (58 — 125%% — 1205°¢ + 378s*t* + 9125%t> — 12605°t% + 127257
- 399t8)
ag = —8t3(s* + 3t*)(s — t)*
x (516 — 24542 4 280s'3t% — 732512t — 145651 1° + 260565101
— 1352885t + 46707055%% — 1189664577 4 23440565°t'° — 35940725°¢*!
+ 421339652 — 35973605%t' + 19866485%t'* — 460872st'° + 7497t16).

Le discriminant est alors
Asg = =213 (s — )3 (s + 1)2* (s — 3t)3(s* + 3t%)(s® + 65t — 3t%)(s* — 2st + 5t2)°.

5.8. Courbe Elliptique Esg
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La courbe Es¢ a aussi trois points de torsion S;(x;,v;), ¢ = 1,2,3, d’ordre 2, avec y; =
—(a1z; +as)/2 et
x1 = —4t(s — t)(s% — 25°t + 115"% — 453> 4 7s2t* + 65t° + 13¢5),

1
2= (s® + 52s%% — 80s°t® + 30s™t* + 608s°t> — 988570 + 112st” + 521t%)

x3 = 4t(s — t)(s% + 25t + Ts*t? + 4s°1% + 475 — 6st° + 41¢°).
En divisant Fsg par le sous-groupe < S; >, on obtient la courbe Es7 et en la divisant par So
on obtient Es4. Enfin, en divisant Esg par Ss, on obtient la courbe
Exy : y2 +arxy +azy = 3 + asx® + agx + ag,
avec ap, a2 et ag donnés dans (3) et
a4 = —].Ot(—S + t)

X (—514 — 18513t — 75527 — 18851 1% — 56151t — 19905%t> + 6155¢°
— 13096577 + 153495%% — 459505t 4 56599s*t'0 — 625565°'*
+ 547175212 — 236585t + 4983t14),
ag = —2t(—s +1))
x (—322 — 46521 — 5395212 — 287651°% — 837151544 — 3515051745

— 83409595 — 203920s'5t" — 572250548 — 7529251317 — 46282225210
+ 941320851t — 3175973450412 4 64303156512 — 1171015225514
+ 1777069925715 — 215384885s%t16 + 220525578s°t17 — 174984855518

+ 963219245319 — 344522955220 + 6666074st%! + 162131t22).

Le discriminant est alors
Asg = 2t(s — t)(s + )3 (s — 3t)**(s? + 3t%)3(s? + 65t — 3t%) (s — 2st + 5t2).

6. La Source des Courbes Elliptiques

Les calculs ont été effectués a I’aide du systeéme de calcul Maple [3]. Les courbes elliptiques
E;(s,t), i = 1,---,59 sont disponibles dans le fichier elliptic.mws (format Maple), a 'adresse
suivante: http://www.math.unicaen.fr/ “nitaj/.
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