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数学中最有名、最重要的函数莫过于指数函数了，物理、化学、生物等自然科学

领域无处不见指数函数的踪影。从中学起我们就开始学习指数函数，并了解了它们的

种种初等性质，如定义域、值域及单调性。到了大学我们又回到指数函数，知道了怎

样求它们的导数和积分，也会运用它们来求解有关生物种群指数增长或放射性物质指

数衰减的问题。正因为指数函数及其反函数 - 对数函数的应用如此之广，在高中的代数

课上，我们不知学了多少与它们有关的知识，也不知做了多少道习题，对求解各种各

样的指数函数题我们似乎都能得心应手。

但是，我们对指数函数真的已了解得十分透切吗？请不要忘记，在我们读书或应用

时碰到指数函数的场所，面临的几乎都是所谓的“静态问题”，即某个指数函数一旦给出，

它就动也不想动了，导致函数或其导数的赋值仅需一次或寥寥几次运算就可大功告成。

然而我们却是生活在动态的大千世界之中，数学也不例外。“动力系统”这门学科

研究的就是任何随时间而变化的量，当时间走向无穷远时的最终性态。如果我们只取

离散的整数时间 0, 1, 2, 3，……，涉及之量的“随时而变”就是其子学科“离散动力系统”

所要探讨的，它通常等价于逐次迭代将定义域映射到自身之内的一个函数。

现在，我们可以带着动态的心理，重访一回多年的老朋友指数函数。比如说，我

们问一问下面这个问题 ：给定一个底为正数 a 的指数函数 y ＝ f(x) ＝ ax，从任一初始

点 x0 出发，逐次迭代这个函数，得到一个由所有迭代点组成的无穷数列 x0, x1, x2, ……，

这些数最终会趋向于一个称之为“极限”的固定数吗？作为一个特例，我们就把底 a
取为迭代的初始点，那么这个称为“由 a 产生的迭代指数”数列是 ：

a 的 a 次方，a 的 a 的 a 次方，a 的 a 的 a 的 a 次方，……。        (IE)

伟大的瑞士数学家欧拉 1778 年第一次研究了该数列的收敛性问题，而与此密切相

关的方程 xy ＝ yx 求解问题则早在此前 50 年，由比他大 7 岁的亲密战友、传奇式瑞士

数学家家族中的第二代杰出数学家丹尼尔 • 伯努利提出。后者于 1728 年 6 月 29 日写信

给以“哥德巴赫猜想”为世人所知的德国人哥德巴赫，信的结尾是 ：

指数函数的迭代

 丁  玖
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 “我解决了一个有趣的问题 ：找到不相等的数 x 和 y 使得 xy ＝ yx。该方程仅有一

组整数解 x ＝ 2 及 y ＝ 4，但却有无穷多个有理数解。”

如果你猜想上述迭代指数的数列 (IE) 会收敛到一个极限数，就请你想一想它为什

么收敛？如果你借助于计算器对不同的底 a 做一些实验，或许能帮助你猜测。基于试

验的合理猜测往往是发现真理的第一步。但是严格无误的证明才是最终成功的必备程

序。本文的目的在于帮你思考求解这一“指数函数动力学”的问题。

在开始我们的探索之旅前，我们首先记起关于指数函数的一个基本事实 ：它是一

个处处连续（甚至无穷次处处可微）、其值处处为正的好函数。其次，学过初等微积分

中的函数值数列简单极限理论的人都会明白下面这个命题 ：

如果定义在实数轴上的一个连续函数 f 的迭代点数列 {xn} 收敛到一个极限值 x*，
则 x* 一定是 f 的一个不动点，即 f(x*) ＝ x*。

只要在关于自然数 n 的恒等式 xn+1 ＝ f(xn) 的两边求 n 趋向于无穷大时的极限，并

运用连续函数的极限性质，就证明了上述命题。不动点在几何上有个显然的意义 ：它

是函数 f 的图像和笛卡儿 xy- 直角坐标系的对角线 y ＝ x 之交点的坐标。因而求出函数

的所有不动点在几何上就等价于找到它的图像和对角线的所有交点。

 我们知道，当初始点取为函数的一个不动点 x* 时，则所有跟随的迭代点都是同一

个点 x*。但是当初始点 x0 选为在 x* 的近旁但却不等于 x* 时，情形又是如何呢？即 ：

起始于 x0 的迭代点数列最终是否趋向于 x*，还是远离它，或是其最终的性态无法知晓？

如果我们所关心的迭代函数是像指数函数这样的可微函数，微分学中最重要的“拉格

朗日中值定理”就大有用武之地了。其结论是 ：如果函数 f 在不动点 x* 的导数值之绝

对值小于 1，则对于 x* 近旁的所有初始点 x0，迭代点数列 {xn} 收敛到 x* ；如果函数 f
在不动点 x* 的导数值之绝对值大于 1，则对于 x* 近旁与它相异的所有初始点 x0，迭代

点数列 {xn} 不收敛到 x* ；如果函数 f 在不动点 x* 的导数值之绝对值等于 1，则我们无

计可施，没有一般性的结论，只能是“具体问题具体分析”，就像微积分中级数收敛判

别定理中那些无法判别结果的例外情况一样。

如果我们嫌上述基于微积分的分析方法难以理解，或用计算器数值计算函数迭代

点太花时间，则可以沿着一条几何的东西 - 南北路径迅速地得出同样的结论。首先从 x-
轴上函数不动点 x* 邻近的初始点 x0 起步，沿着垂直线向着函数图像的方向走，直到与

图像相交，然后在交点处转弯沿着水平线向着对角线的方向走，一直走到和对角线相交，

这个交点就代表第一个迭代点 x1。如果该函数在 x* 的导数值之绝对值小于 1，则上述

的几何画图显示 x1 比 x0 更靠近 x*，若这个绝对值大于 1，则 x1 比 x0 更远离 x*。这个

事实的严格证明就是拉格朗日中值定理的直接应用。

好了，我们可以从对角线上代表 x1 的点继续沿着垂直线走，一直走到和函数的图

像相交，在交点处向左或向右转弯沿着水平线走，直到和对角线相交，这个交点则代

表着第二个迭代点 x2。如此持续地走下去，就依次得到对角线上代表迭代点 x1, x2, x3, 
x4, x5, …… 的一个无穷点列。从上面迭代第一步的几何分析，加上数学归纳法，立刻

可知在关于导数绝对值的第一种情形，这些迭代点越来越靠近 x*，并最终收敛于 x*。
而在第二种情形下，这些点当然不可能收敛到 x*，因为，一旦某个迭代点靠近 x*，后

者马上就像同性相斥的电荷那样将之排斥到更远之处。由于吸引或排斥这两个相反的

特性，第一种不动点称为吸引不动点，而第二种则称为排斥不动点。

对于本文关注的指数函数，我们想把上述的“局部”迭代分析推广到全局迭代分
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析，即初始点可以取为数轴上的任意一点，而并非仅限制在不动点的近旁。如果对任

意的初始点都能知道迭代点数列的最终走向，我们对指数函数的动态行为就做到了“了

然于胸”。而如下所示，上述的基本思想和几何直觉，加上初等微积分的巧妙应用，完

全可以实现我们的目的。

众所皆知，指数函数是否为严格单调递增或递减，全凭它的底 a 是否大于或小于 1
而定。自然，我们也应该分别考虑这两种情形。

假设底 a 为大于 1 的一个正常数。从中学我们就知道，指数函数 y ＝ ax 的图像是一

条位于 x- 轴上方、向上弯曲、经过点 (0, 1)、向右上方向无限延伸而去的光滑曲线。这条

曲线的弯曲程度及迅速上升的速度均依赖于 a 的大小。底 a 越大，函数递增得越快，曲线

越陡峭 ；底越靠近 1，递增越缓慢，曲线越平坦。当然在底 a 等于 1 的极端情形，曲线变

成一条通过点 (0, 1) 的水平直线，因为它太简单了，故在指数函数的定义中被排除在外。

只要画出两条不同的指数函数图像，分别对应于 a ＝ 1.2 和 a ＝ 2，就发现，当底小

到一定程度时，其对应的曲线和对角线相交于两点，而当底比 1 大得足够多后，则它们永

不相交。不难理解，当指数函数的底连续变动时，其图像也会连续变化，因此我们可以想

象，存在底的某个“分界值”a*，当 a 小于它时，对应的指数函数图像与对角线相交于两点，

当 a 等于它时，相交于一点，而当 a 大于它时，则无交点。这个临界值到底等于几呢？

要保证底为 a* 的这个特别的指数函数有一个并且只有一个不动点，在这个不动点处函数

图像必须与对角线相切，否则它们或相交于两点或彼此无交点。这可以从日常生活的经验中体

验出来：当一只标准抛物线形状的铁钩子上下运动“穿过”一根水平绳线时，有时它们相交于

两个点，有时它们只相切于抛物线的顶点，有时它们互不相交。因为笛卡儿坐标轴的对角线斜

率为 1，故指数函数 (a*)x  在其不动点的导数值为 1。这样，数 a* 必须满足“不动点方程”

(a*)x ＝ x

和“切线方程”

a* ln a* ＝ 1。

这两个方程的唯一解是 a* ＝ e1/e 及 x* ＝ e。我们可以分三种情况分别考虑指数函

数的动力学问题。
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