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0.4   三封信——伽玛函数的诞生

和斯特林处在同一个时

代的另外一位数学家几乎在

同一个时间点也在考虑 n! 的
插值问题，这个人就是哥德巴

赫。哥德巴赫的名字在中国可

以说是家喻户晓。由于中国数

学家在数论领域的杰出成就，

和素数相关的哥德巴赫猜想

作为数学皇冠上的明珠就一

直吸引着无数中国人的目光。

哥德巴赫一生都对数列的插

值问题保持浓厚的兴趣，他很

早就开始考虑阶乘的插值问

题。不过看起来哥德巴赫的思

路不同于斯特林，他并不满足

于仅仅做近似的数值计算，他

希望能找到一个通项公式，既

可以准确地描述 n!, 又能够同

时推广到分数情形。不过哥德

巴赫无法解决这个问题，幸运

的是哥德巴赫交友广泛，和当

时许多著名的数学家都有联

系，包括莱布尼茨以及数学史

中出了最多位数学家的伯努

利家族。1722 年他找尼古拉

斯 • 伯努利请教这个阶乘插值

问题，不过没有取得任何进

展。即便如此，哥德巴赫却

多年来一直不忘思考这个问

题，1729 年他又请教尼古拉

斯 • 伯努利的弟弟丹尼尔 • 伯
努利，而丹尼尔于当年 10 月
给哥德巴赫的一封信中给出

了漂亮的解答。

神 奇 的 伽 玛 函 数

靳志辉

丹尼尔 • 伯努利 1729 年 10 月 6 日给哥德巴赫的信，第一次给

出了阶乘插值的无穷级数表示

（下）
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丹尼尔解决阶乘插值问题的思路非常漂亮 ：突破有限，取道无穷！他不拘泥于有

限的方式，而是直接跳跃到无穷乘积的形式做插值。丹尼尔发现，如果 m, n 都是正整数，

当 m →∞时，有

1⋅2 ⋅3m
(1+ n)(2 + n)(m −1+ n)

m + n
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
n−1

→ n!.

于是利用这个无穷乘积的方式可以把 n! 的定义自然地延拓到实数集。例如，取 n ＝ 2.5, 
m 足够大，基于上式就可以近似计算出 2.5!。我们并不知道丹尼尔是如何想到用无穷乘

积的思路去解决这个问题的，然而他能从有限插值跳跃到无穷，足以显示他优秀的数

学才能。无穷在整个数学发展中发挥着巨大的作用，二十世纪之后的数学笔者不敢妄

加评论，然而如果说“无穷是数学发展的发动机”，在二十世纪之前，这句评论应该不

会过分。历次数学危机是因为无穷而产生，几次数学的重大进展和飞跃也是由于数学

家们对无穷更加深刻的认识。

接下来伽玛函数的主角欧拉要登场了。欧拉和伯努利家族有着紧密的联系，他是约

翰 • 伯努利（Johann Bernoulli, 1667-1748）的学生，这位约翰也就是尼古拉斯和丹尼尔

的父亲。我们应该感谢约翰 • 伯努利，因为他发现并培养了欧拉的数学才能。在尼古拉

斯和丹尼尔的推荐之下欧拉于 1727 年在圣彼得堡科学院获得了一个职位。欧拉当时正

和丹尼尔 •伯努利一块在圣彼得堡，他也因此得知了阶乘的插值问题。应该是受到丹尼尔 •
伯努利的思路的启发，欧拉也采用无穷乘积的方式给出了另外一个 n! 的插值公式
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 (6)

用极限形式，这个式子可以写为

                            
lim
m→∞

1⋅2 ⋅3m
(1+ n)(2 + n)(m + n)

(m +1)n = n!
                                         

(7)

欧拉实际上在他的论文中描述了发现上述式子的思路，我们不在此赘述，不过上式成

立却很容易证明。上式左边可以整理为

1⋅2 ⋅3m
(1+ n)(2 + n)(m + n)

(m +1)n

= 1⋅2 ⋅3n ⋅(n +1)(n + 2)m
(1+ n)(2 + n)m(m +1)(m + 2)(m + n)

(m +1)n

= 1⋅2 ⋅3n ⋅ (n +1)(n + 2)m
(1+ n)(2 + n)m

⋅ (m +1)n

(m +1)(m + 2)(m + n)

= n!⋅ (m +1)n

(m +1)(m + 2)(m + n)

= n!⋅ m +1
m + kk=1

n

∏
→ n! (m→∞)

所以 (6)、(7) 式都成立。

而由于 (6) 式对于 n 为分数的情形也适用，所以欧拉实际上也把 n! 的计算推广到

了分数的情形，只是这个计算是用无穷乘积的形式表示的，看起来不够直观。欧拉给

的无穷乘积相比丹尼尔的无穷乘积有什么更出色的地方吗？实际上后人的验证指出，
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就收敛到 n! 的速度而言，丹尼尔的无穷乘积比欧拉的要快得多，然而欧拉的无穷乘积

公式却是能够下金蛋的。欧拉尝试从一些简单的例子开始做计算，看看是否有规律可循，

欧拉极其擅长数学的观察与归纳。将 n ＝
1
2带入 (6) 式，可以得到
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对比一下根号内的式子和沃利斯公式 (1)，几乎是一模一样，只是最前面差了一个因子

2。欧拉自然非常熟悉沃利斯的工作，基于沃利斯公式，欧拉迅速得到了如下一个令他

惊讶的结果

1
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ !=

π
2
.

欧拉给的无穷乘积满足阶乘的

递归式 T(z) ＝ zT(z － 1)，结合递归

式和计算技巧欧拉还计算了其它几

个分数，包括
5
2 , 14 , 34 , 18 , 38 等分数的

阶乘。在丹尼尔的鼓励之下，欧拉

把自己的插值公式以及一些分数阶

乘的计算结果写信告知了哥德巴赫，

这开启了欧拉和哥德巴赫之间一生

的通信交流。两人在接下来的 35 
年里连续通信达到 196 封，这些信函成为了数学家们研究欧拉的重要资料，而著名的

哥德巴赫猜想就是首次出现在哥德巴赫写给欧拉的一封信中，也正是哥德巴赫激发了

欧拉对数论的兴趣。

欧拉是具有超凡的数学直觉的数学家，他看到 1
2( )!中居然有 π， 对于擅长数学分析

的数学家而言，有 π 的地方必然有和圆相关的积分。同时由于计算 1
2( )!过程中使用到的

沃利斯公式，实际上也是计算积分的产物，由此欧拉猜测 n! 应该可以表达为积分形式，

于是欧拉开始努力尝试把 n! 表达为某种积分。虽然沃利斯的时代微积分的系统理论还

没有发明出来，沃利斯使用插值的方式做一些推导计算，但是沃利斯公式的推导过程

本质上就是在处理积分。如果说沃利斯当年只是无心插柳，那后继者欧拉是发现了一

片绿洲。受沃利斯工作的启发，欧拉开始考虑如下一般形式的积分

J(r, n) = xr (1− x)n dx,
0

1

∫
此处 n 为正整数，r 为正实数。利用分部积分法，很容易证明

J(r, n) = n
r +1

J(r +1, n −1).

重复使用上述迭代公式，最终可以得到

瑞士法郎上的欧拉
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J(r, n) = 1⋅2n
(r +1)(r + 2)(r + n +1)

.

于是欧拉得到如下一个重要的式子

                                      n!= (r +1)(r + 2)(r + n +1) xr (1− x)n
0

1

∫ dx.                                  (8)

上式中欧拉实际上已经成功地把 n! 表示成了积分的形式。然而这里的问题是 (r ＋ 1)(r
＋ 2)…(r ＋ n ＋ 1) 这个表达式限制了 n 只能为整数，无法推广到分数的情形，欧拉继

续研究能否简化这个积分表达式。此处 r 是一个任意实数，有没有办法让 r 从上面的积

分式子中消失呢？要让一个量从一个数学等式中消失，数学家们惯用的手法之一就是

让这个量取一个极端的值，譬如无穷。欧拉的老师约翰 • 伯努利说过“无穷是上帝的属

性”，在通往无穷的路途中，造物主的秘密往往被数学家们窥视。欧拉开始追问 ：如果

让 r 趋向于无穷取值，会发生什么样的情况呢？分析学的大师欧拉开始展现他的计算技

巧，取 r ＝ f /g , 稍微整理一下可以得到

n!
( f + g)( f + 2g)( f + ng)

= f + (n +1)g
gn+1

x f /g

0

1

∫ (1− x)n dx.

然后令 f → 1, g → 0，显然上式左边趋于 n!， 右边会发生什么情况呢？为了简化计算，

令 x ＝ th, h ＝ g
f +g ，整理之后上式可以变换为

 

                     

n!
( f + g)( f + 2g)( f + ng)

= f + (n +1)g
gn+1

h(1− t h
0

1

∫ )n dt

= f + (n +1)g
( f + g)n+1

1− t h

h
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

n

0

1

∫ dt
                                

  (9)

当 f → 1, g → 0 时显然有 h → 0，利用罗必塔法则，我们可以得到微积分中一个熟知的

式子

lim
h→0

1− t h

h
= − log t.

于是对 (9) 式两边取极限，奇迹出现了

                                              n!= (− log t)n
0

1

∫ dt,                                                          (10)

原来的积分式中的 r 消失了，欧拉成功地把 n! 表达为了一个非常简洁的积分形式！对

上式再做一个变换 t ＝ e － λ, 就可以得到我们常见的伽玛函数形式

                                           n!= λ ne−λ
0

∞

∫ dλ.                                                        (11)

把 (10) 和 (11) 式从整数 n 延拓到任意实数 x（包括负数），我们就得到伽玛函数的一般

形式

Γ(x +1) = (− log t)x
0

1

∫ dt = t xe− t
0

∞

∫ dt.

1730 年欧拉把他推广得到的 n! 的积分形式再次写信告知了哥德巴赫，由此完美地解决
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了困扰哥德巴赫多年的插值问题，

同时正式宣告了伽玛函数的诞生，

当时欧拉只有 23 岁。

虽然会有一些争议，有不少数

学人把数学家排名中的头两把交椅

划给了欧拉和高斯。欧拉和高斯都

是具有超凡直觉的一流数学家，但

是欧拉和高斯的风格迥异。高斯是

个老狐狸，数学上非常严谨，发表

结果的时候却都把思考的痕迹抹

去，只留下漂亮的结果，这招致了

一些数学家对高斯的批评。而欧拉

的风格不同，他的做法是把最基本

的东西解释得尽量清楚，讲明引导他得出结论的思路，经常通过经验直觉做大胆的猜测，

他的文章中往往留下了做数学猜想的痕迹。拉普拉斯曾说过 ：“读读欧拉， 他是我们所

有人的老师。”高斯的评价是 ：“学习欧拉的著作，乃是认识数学的最好工具。”数学家

波利亚在他的名著《数学与猜想》中列举了许多欧拉做数学研究的例子，对欧拉做数

学归纳和猜想的方式推崇备至。

欧拉被称为分析学的化身，在分析学中，无出其右者。欧拉的老师约翰 • 伯努利

在给欧拉的信中这样评价欧拉的工作 ：“我介绍高等分析的时候，它还是个孩子，而你

正在将它带大成人。”希尔伯特说“分析学是无

穷的交响曲”，欧拉显然是无穷分析中最出色的

作曲家。欧拉二百多年前写的教科书《无穷分

析引论》至今还在不断地印刷，最近也刚刚出

版了中文翻译版本。布尔巴基学派的灵魂人物

韦伊（André Weil, 1906-1998） 1979 年在罗彻

斯特大学（University of Rochester）的一次讲

演中说：“今天的学生从欧拉的《无穷分析引论》

中所能得到的益处，是现代的任何一本数学教

科书都比不上的。”

许多人把数学比作音乐，把欧拉称作数学

界的贝多芬。因为贝多芬在两耳失聪之后继续

谱写了大量著名的交响曲，而欧拉在 60 岁左右

双目失明之后仍然以口述形式完成了几本书和 400 多篇论文，在数学上变得更加多产。

数学界从 1911 年开始出版《欧拉全集》，耗费了一个世纪的时间，已经出版了 70 余卷，

25000 多页，而这项庞大的出版任务还仍处于未完成状态。

0.5         Γ(n) ＝ (n － 1)! 还是 Γ(n) ＝ n! ?

伽玛函数找到了，我们来看看第二个问题，为何伽玛函数被定义为满足 Γ(n) ＝ (n －
1)! ？这看起来挺别扭的，如果我们稍微修正一下，把伽玛函数定义中的 tx － 1 替换为 tx

Γ(x) = t x
0

∞

∫ e− tdt,

Γ(x) 在正半轴的图像

欧拉的数学发现

12 34

1

2

3

4

5

6

x
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这不就可以使得 Γ(n) ＝ n! 了嘛。估计数学界每

年都有学生问这个问题，然而答案却一直有一

些争议。

欧拉最早的伽玛函数定义还真是如上所示，

选择了 Γ(n) ＝ n! ，事实上数学王子高斯在研究

伽玛函数的时候，一直使用的是如下定义 ：

∏(x) = t xe− t dt,
0

∞

∫∏

然而这个定义在历史上并没有流传开来。

欧拉在伽玛函数的推导中实际上引入了两

类积分形式

t x
0

1

∫ (1− t)y dt, t x
0

∞

∫ e− tdt.

现在我们分别称为欧拉第一类积分和欧拉第二类

积分。勒让德追随欧拉的脚步，发表了多篇论文

对欧拉积分进行了深入的研究和推广，不过在勒让德的研究中，对积分中的参数做了－

1 的移位修改，主要定义为

B(x, y) = t x−1
0

1

∫ (1− t)y−1dt

和

Γ(x) = t x−1e− t
0

∞

∫ dt.

B(x, y) 现在被称为贝塔积分或者贝塔函数。其中 Γ(x) 的这个定义选择导致了 Γ(n) ＝ (n 
－ 1)!。实际上伽玛函数中的 Γ 符号历史上就是勒让德首次引入的，而勒让德给出的这

个伽玛函数的定义在历史上起了决定作用，该定义被法国的数学家广泛采纳并在世界

范围推广，最终使得这个定义在现代数学中成为了既成事实。

什么原因驱使勒让德偏向选择 Γ(n) ＝ (n － 1)! 的定义呢？这成为了一个谜，没有

明确的解释。不过有数学史研究者们对欧拉的研究表明，在 1730-1768 年之间欧拉自

己在研究第一类积分的时候，实际上就已经对积分中的参数做了－ 1 的移位修改，从而

明确地引入了贝塔积分，而这个修改显然被勒让德注意到了。是什么原因使得欧拉和

勒让德在研究他们的积分形式的时候都考虑引入－ 1 移位修改呢？有数学家猜测一个可

能的原因是这两位数学家注意到，如果按照现代伽玛函数的定义，那么有

                                               
B(x, y) = Γ(x)Γ(y)

Γ(x + y)
,
                                                      

(12)

B(x, y) 具有非常漂亮的对称形式。可是如果选取高斯给出的 Π(n) ＝ n! 的定义，令

E(x, y) = t x
0

1

∫ (1− t)y dt

则有

E(x, y) = Π(x)Π(y)
Π(x + y +1)

,

这个形式显然不如 B(x, y) 具有对称美，而数学家总是很在乎数学公式的美感的。

还有一个类似的解释是从抽象代数的角度提出的，考虑伽玛分布的概率密度函数

勒让德肖像水彩画
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fα (x) =
xα−1e− x

Γ(α )
x > 0

0 x > 0

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

形成的集合 {fα : α  > 0}，那么该集合在卷积运算＊之下构成一个抽象代数中的半环，

即满足

fα ＊ fβ ＝ fα ＋ β.

而用 Π(x) 的定义则无法得到类似的结果。

另外一个更具启发性的解释也是从抽象代数角度描述的。对伽玛函数

Γ(x) = e− tt x−1
0

∞

∫ dt

做一个线性变换 h:t → ct，可以得到如下函数

                                                      
Γ(x)
cx

= e−ct
0

∞

∫ t x dt
t                                                (13)

由此 dt/t ＝ dlogt 可以被看成是乘法群 (0, ∞ ) 上的一个不变测度，在尺度伸缩变换下

满足不变性 ：
d(ct)
ct

= dt
t
.

而 e － ct 对应于群上的一个加法特征 (additive character) f，满足

f(t ＋ s) ＝ f(t) · f(s),

tx 对应于群上的一个乘法特征 (mulpicative character) g，满足

g(t · s) = g(t) · g(s),

由于积分表示的是求和，所以 (13) 式被看成是乘法群 (0, ∞ ) 上加法特征和乘法特征

混合乘积的累积求和。有了这个分解，只要在抽象代数的有限域上定义了 f 和 g 这两

个映射，实数域上定义的
Γ(x )
cx 函数就可以被推广到有限域上进行定义，只是无限求和

的积分号变成了有限求和符号∑。进一步，借用贝塔函数和伽玛函数满足的关系式 (12), 
B(x, y) 也可以完全类似地在有限域中定义出来，而这种推广也将变得具有简洁的对称

美。当然，这个理由和欧拉、勒让德的选择无关，而是现代数学家们给出的一个额外

的解释。

0.6    伽玛函数欣赏

伽玛函数从它诞生开始就被许多数学家追逐研究，包括高斯、勒让德、魏尔斯特

拉斯、刘维尔等等，数学家们发现了这个函数大量的奇特性质，在解决许多数学问题

的时候是一把利器。伽玛函数作为阶乘的推广，首先它也满足如下的斯特林公式

Γ(x) ≈ 2π e− xxx−
1
2 .

另外，伽玛函数不仅可以定义在实数集上，基于复变函数的理论还可以延拓到整个复


