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L-函数是数论里面一个重要的不变量，本文将讲述它的历史。进入正题之

前，有必要对写作初衷稍作解释。

数学是关于形和数的学问，并且是科学的语言，所以大家把数学置于很重

要的地位。数学家的一项工作就是教书，比如一个星期教三节微积分。那么，

授课之外数学家私下在做些什么，他们做的东西有什么意义？这是本文要讲的

内容：L-函数可以说就是数学家教完课之后在家里想的东西。

数论是数学里面很特殊的分支，有人说学数论就是学数学。而 L-函数在

数论中的地位非常高，但它是一个非常神秘的概念，我们并不知道它从哪里来，

也不知道它要到哪里去。我跟大家共同的基础在中小学阶段，因此我们先回到

中小学数学里面去。

1 猜测的艺术

1.1 等幂求和

读小学一、二年级的时候大家都说高斯非常聪明，很快就找到公式计算出

1 + 2 + 3 +⋯+ 99的值，但是可以相信高斯绝不是第一个发现这个公式的。普

遍来说，这是一个非常简单的中学题目：给定正整数 k，

Sk(n) = 1k + 2k + 3k + ⋯ + nk

是否存在求和公式？这是一个非常好的游戏，这个游戏大家在学数学归纳法的

时候用了很多次。当 k = 0 时，每一项都是 1，所以 S0(n) = n。可以认为 n 就

是这样定义出来的。

当 k = 1 时，就是刚才提到的

S
1
(n) =

n(n+1)

2
.

张寿武

L- 函数 : 她的前世和今生
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大家认为这是高斯给出的公式。实际上这

个公式的证明要比高斯早了很多年，大约

是公元前 550年毕达哥拉斯证明的。在数

学界，人们喜欢把重要的定理归功于一个

著名人物。毕达哥拉斯是一个很著名的数

学家，这个定理也未必是毕达哥拉斯首先

证明的，但是我们还是把这个功劳给了他。

当 k = 2 时，12 + 22 + 32 + ⋯ + n2 

也有一个漂亮的公式，即

S
2
(n) =

n(n+1)(2n+1)

6
.

大家公认把这个功劳给了阿基米德，

阿基米德也是个非常了不起的大数学

家，这是发生在大约公元前 250 年的事情。

当 k = 3 时，直到 476 年才给出公式，这中间的时间很长。之所以间隔这

么长时间，应该是好多人没想过这样的事情。因为 k = 2 时是二次型，大家花

很多时间考虑二次型，但是很多数学家大概不会去考虑三次型。这个三次型的

求和公式很漂亮，

S
3
(n) =

n
2(n+1)2

4
,

换句话说，S3(n) = S1(n)2，这件事情很有趣，但事实上完全是个巧合，没有任

何实际的道理，但确实是一个很重要的巧合。

高斯 (1777-1855)

左： 毕达哥拉斯（约公元前 570 年 -约前 495 年） ，右： 阿基米德（公元前 287 年 -前 212 年）
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1.2 一般求和公式

唐末宋初年代，是中国科学的高峰，但在西方社会，科学这时才刚刚开始。

如英国、德国、法国这些西方国家，科学在中世纪之后才刚刚开始兴起，从

那时起涌现出了一批学者： 费尔马、帕斯卡、雅各布 � 伯努利等。他们开始

考虑

Sk(n) = 1k + 2k + 3k + ⋯ + nk

有没有一般的求和公式。他们每个人都分别证明了 Sk(n)（称为等幂的求和） 确

实有一般的求和公式

1k + 2k + 3k + ⋯ + nk = ak1n + ak2n2 + ⋯ + ak,k+1nk+1,    aki 是有理数 .

费尔马是很了不起的人，他的职业是法官，还是一位业余数学家。他考虑过这

个问题，实际上，他在当时差不多已经

知道微积分的基本内容，比如积分、微

分与变分法。如果知道微积分的话，就

能知道这个一般的求和公式，因为求和

可以用积分来逼近，所以可以先得到一

个逼近的公式，然后再用数学归纳法证

得。我在初中时读了本小册子，叫做《数

学归纳法》，在里面我知道 1k +2k + 3k + 

⋯ + nk 存在一般的求和公式，这本书是

华罗庚先生写给中学生的科普书。在这

本小册子里面，华先生先把这个一般公

式写下来，然后证明，但是他并没有告

诉如何得到这个公式。粗略地讲，如果

知道 k = 1 时的公式，那就能求出 k = 2 费尔马 (1607-1665)

华罗庚（1910-1985）与《数学归纳法》
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时的公式，如果知道 k = 1, 2 时的公式就可以知道 k = 3 时的公式，可以用数

学归纳法证出来，一般公式的存在性是依赖于所有前面的公式。但是能否找到

一个不用数学归纳法就能直接证明出来的公式？这是一件有趣的事情。

1.3 《猜测的艺术》

这件事情第一次出现在雅各布 � 伯努利的书里面。在他去世之后，大概

1707 年出版的这本书叫做 Art of Conjecturing。书名本身就非常有意思，叫《猜

测的艺术》。但它并不是讲关于猜测的事情，而是一本关于概率和组合的经典

著作。在该书中，伯努利第一次证明了大数定律，大致给出了大数定律的一个

初等表述。雅各布 �伯努利是伯努利家族的第二代。他的父亲有两个儿子，他

们跟着莱布尼茨学习，而莱布尼茨是微积分的创造者之一。伯努利家族生活在

瑞士一座名叫巴塞尔 (Basel) 的小镇上，那里产生过不少名人，除伯努利家族外，

还有下面将要提及的欧拉。当然，也有其他领域的名人，比如网球明星费德勒，

巴塞尔有他的网球场和网球俱乐部。在伯努利的书中，第一次引进了伯努利数。

伯努利数 Bj 用下式定义

z

e
z −1

= B
j

z
j

j!j=0

∞

∑ ,

即 Bj是
z

e
z−1的泰勒展开式中

z
j

j! 前的系数。伯努利利用伯努利数给出了 k 次项的

等幂求和公式

S
k
(n) =

1

k +1
(−1) j

j=0

k

∑ C
k+1

j B
j
nk+1− j ,

其中Ck+1
j

是二项式系数。

雅各布 �伯努利 (1655-1705) 与《猜测的艺术》 莱布尼茨（1646-1716）
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1.4 杨辉 -帕斯卡三角

上述的求和公式中用到了伯努利数。实际上如果用杨辉三角的话，还有更

简单的表达方式。杨辉三角是关于二项式的展开式中 (x + y)n 的系数，即

1

1     1

1     2     1

1     3     3     1

1     4     6     4     1

  ⋮ .         

如果将杨辉三角稍微做一点小的变换，比如求两个 k 次方数之差，就能得到这些数：

n − (n − 1) = 1,

n2 − (n − 1)2 = −1 + 2n,

n3 − (n − 1)3 = 1 − 3n + 3n2,

⋮

nk − (n − 1)k = ck1 + ck2n + ck3n2 + ⋯+ ckkn
k−1.

而实际上，等幂求和公式和杨辉三角之间存在非常精妙的关系：将前面两个公式

Sk(n) =  ak1n + ak2n2 + ⋯ + ak,k+1nk+1,

nk − (n − 1)k = ck1 + ck2n + ck3n2 + ⋯ + ckkn
k−1

中的系数分别放在两个下三角矩阵中，

      

a
01

0 0 0 !

a
11

a
12

0 0 !

a
21

a
22

a
23
0 !

" " " " #

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

,

     

!

!

!

" " " " #

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

,

c
11

0 0 0 !

c
21

c
22

0 0 !

c
31

c
32

c
33
0 !

" " " " #

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

.

杨辉（1238-1298）与杨辉三角


