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之前在介绍欧几里得与《几何原本》时 1， 有一条也许是整部《几何原本》

中最吸引眼球的命题未曾展开说明， 那便是大名鼎鼎的 “公设 5” （Postulate 

5）——也即第五公设 （The Fifth Postulate）2。不过我们曾许诺 “不久之后会

有单独介绍”， 现在就让我们兑现许诺， 来介绍一下第五公设及对它的探索。为

避免偏离时间顺序太远， 我们的介绍将只涵盖早期探索——确切地说， 是所谓

非欧几何（non−Euclidean geometry）诞生之前的探索。 至于非欧几何， 则将

留作未来话题。

第五公设之所以引发探索， 在一定程度上是拜五条公设的表述繁简之别所

赐。 为了看清这一点， 我们将《几何原本》中的五条公设罗列于此：

1.在任意两点之间可作一直线。

2.线段 （有限直线）可任意延长。

3.以任意中心及任意距离 （为半径）可作一圆。

4.所有直角彼此相等。

5.若一条直线与两条直线相交， 且同侧的内角之和小于两直角， 则那两条

直线任意延长后会在内角之和小于两直角的一侧相交。

既然罗列了公设， 那么顺便说明一下， 《几何原本》对公设的表述有一些细

第五公设的早期探索
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1参见《数学文化》2019/第 1卷第 3期，“欧几里得与《几何原本》”一文。
2《几何原本》是如此著名， 以至于在很长的时间里，许多著名命题哪怕已有单独名
称， 也仍可依据其在《几何原本》中的编排而称呼之。第五公设是最著名的例子——
直到今天， 就连“公设”一词本身都已被“公理”取代，第五公设依然可跟其单独
名称平行公理 (Axiom of Parallels) 并用。一个不那么著名的例子则是毕达哥拉斯定理 

(Pythagorean theorem)， 在很长的时间里被称为 I.47——因为其在《几何原本》中的编
排是第 1 卷的定理 47。
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节上的瑕疵。比如有些隐含之意未被述及。具体地说， 公设 1 没有述及在任意

两点之间可作的直线是唯一的 3， 公设 2 没有述及线段延长的方式是唯一的， 第五

公设未述及三条直线位于同一平面这一先决条件。 此外， 同时使用 “直线” （straight 

line）和 “有限直线” （finite straight line）这两个术语， 似乎意味着 “直线” 是无限的， 

其实却不然——否则就不会有第五公设中 “两条直线任意延长” 的说法了。

但撇开瑕疵不论， 任何读到上述五条公设的人几乎必然会注意到一个特

点， 那就是： 第五公设与前四条公设相比实在太繁复了， 简直就像一条定理。 

虽然从逻辑上讲， 公设 （以及公理和定义）无非是一个公理体系的推理起点， 

繁复与否并不妨碍功能， 但自古以来， 对公设（以及公理）的一个重要判据就

是自明性——或者用亚里士多德的话说， 必须是明显为真却无法证明的命题 4， 

而表述繁复会损及自明性。

第五公设的情形正是如此。

这一点引起了很多后世数学家的批评乃至不满。比如 17 世纪的英国数学家

亨利 �萨维尔（Henry Savile）和 18世纪的意大利数学家吉奥瓦尼 �塞开里 （Giovanni 

Saccheri）都表示， 第五公设是除此之外堪称完美的几何公理体系的唯一瑕疵 5。

不过， 对第五公设的批评或不满虽很普遍， 但除了从类似芝诺悖论的角度

出发的极个别质疑者外， 早期探索者们大都认同第五公设作为命题的正确性， 

只是对它是否该被列为公设怀有疑虑。比如公元 5 世纪的希腊哲学家普罗克洛

斯（Proclus）就表示， 第五公设的结论是可信的， 只是 “应该从公设中剔除出去， 

因为它是一条困难重重的定理”——这也是几乎所有早期探索者的共同判断。

那么， 除了表述繁复损及自明性这一泛泛观感外， 普罗克洛斯作出这样的

判断有没有更具体的理由呢？答案是肯定的。主要的理由有两条： 一是第五

公设的逆命题（converse proposition）和否命题（inverse proposition）的表述

繁复程度与第五公设相若， 却都是定理——前者是命题 17， 后者是命题 27 和 

286； 二是普罗克洛斯认为自己能证明第五公设。

普罗克洛斯的这两条理由在早期探索者中有很大的代表性， 下面我们就以

这两条理由为线索， 来介绍一下对第五公设的早期探索。

先说说第一条理由。 这条理由是推测性而非证明性的——因为逆命题和

否命题跟原命题并不等价， 因此即便逆命题和否命题都是定理， 也并不能证明

原命题也是定理， 甚至连原命题是否成立都不能保证。但尽管如此， 这种推测

性的理由对于引导——或引诱——人们怀疑第五公设的公设地位， 进而展开探

索却有一定的推动作用。 这种推测性的理由除普罗克洛斯给出的这一条外， 其

3在德国数学家大卫 �希尔伯特的“现代版” 的几何公理体系中，这层意思得到了直接表述。
4亚里士多德的这一观点可参阅“欧几里得与《几何原本》”一文。
5 萨维尔生于 1549 年， 卒于 1622 年， 塞开里生于 1667 年， 卒于 1733 年，学术生涯都
是“跨世纪”的，此处分别以其中一个世纪称呼之，乃是因所引述的有关第五公设的观点
出自他们发表于那个世纪的著作。
6但凡给出命题序号而未指明第几卷的都是指第 1 卷，下同。
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他人也提出过。比如很多人注意到了第五公设在《几何原本》中直到证明命题 

29 时才被使用， 比其他公设的使用晚得多。具体地说， 公设 1 和公设 3 在证明

命题 1 时就被使用， 公设 2 在证明命题 2 时就被使用， 公设 4 虽较晚， 直到证

明命题 14 时才被使用， 跟第五公设相比仍早得多。 这一情形使很多人猜测欧

几里得本人对第五公设的公设地位也有疑虑， 因而尽可能延迟了它的使用。

不过若对《几何原本》第 1 卷的命题作更细致的分析， 针对所谓 “延迟使

用” 的上述解读就会削弱许多。因为《几何原本》第 1 卷对命题似乎有一定的

分类， 体现在命题 1−26 多为有关简单作图及三角形简单性质的命题， 直到命

题 27 开始才涉及平行线及其性质（此后很快便在证明命题 29 时使用了第五

公设）。因此假如欧几里得在命题编排上存在分类方面的考虑， 也会造成第五

公设被延迟使用的情形， 那样的延迟就未必有其他深意。事实上， 在称得上现

代版《几何原本》的德国数学家希尔伯特的名著《几何基础》（Foundations of 

Geometry）中， 平行公理（即 “第五公设” 的现代名称）的 “出场” 甚至比《几

何原本》中更晚， 直到证明命题 30 时才被使用， 便是纯系分类方面的考虑（希

尔伯特将平行公理安排为第 4 组公理， “出场” 次序亦由此而定）， 而并无其他

深意。从这个角度看， 仅仅因延迟使用而猜测欧几里得对第五公设的公设地位

有所怀疑， 不是很有说服力。

不过另一方面， 虽然所谓延迟使用未必有深意， 但确实有其他迹象显示欧

几里得有可能并不是一开始就将第五公设视为公设的， 因为在《几何原本》的

某些抄本中， 第五公设未被列为公设， 而是作为一个普通命题出现在命题 29 

之前。假如那些抄本源自欧几里得本人的早期版本， 那就有可能意味着欧几里

得曾一度将第五公设的内容视为普通命题， 后来——多半是因无法证明——才

改列为了公设。若如此， 这或许也解释了第五公设的表述为何像一条定理 （不

过对于这一点， 后文会提到一条也许更有可能的理由）。同时， 它直到证明命题 

29 时才被使用也就确实没什么深意了——因为作为普通命题时就是被安排在

那个位置上的。当然， 这些都只是猜测。

也许， 怀疑第五公设的公设地位的所有推测性理由， 归根到底就是表述繁

复损及自明性这一泛泛观感。事实上， 哪怕持其他理由的人， 恐怕也是首先被

第五公设的表述繁复引起了疑心， 然后才寻找理由的。我曾经设想： 倘若欧几

里得对第五公设的表述不是那么繁复， 而代之以等价表述之一的 “普莱费尔公

理”（Playfair's axiom）， 即 “过直线外的任意一点只有一条直线与之平行”7， 

7“普莱费尔公理”是因苏格兰数学家普莱费尔 (John Playfair) 而得名——虽然普莱费尔本
人将这一公理归功于了比他略早的英国数学家卢德兰姆 (William Ludlam)。普莱费尔对 “普
莱费尔公理”的阐述发表于他 1795 年出版的《几何基础》 (Elements of Geometry) 一书（具
体文字与我们所述不尽相同。）“普莱费尔公理” 由于表述简洁， 被包括希尔伯特的《几
何基础》在内的诸多现代几何著作所采用。另外顺便说一下，“普莱费尔公理” 常被表述
为 “过直线外的任意一点有且只有一条直线与之平行”，不过我们在后文中将会看到，“有
且”二字是多余的，因为哪怕不用第五公设也能确立平行线的存在 （即“有”），从而不
必包含在第五公设的表述中。
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也许第五公设就不会那么吸引眼球， 从而也不会引发那么多探索了。不过， 从

数学史的角度讲， 对第五公设的探索导致了非欧几何的诞生， 对数学乃至物理

的影响都极其深远。从这个角度讲， 第五公设的繁复可谓 “劳苦功高”， 而且这

功劳在很大程度上可归于欧几里得——因为《几何原本》的很多内容虽来自前

人， 公设却有可能是欧几里得的原创， 第五公设的这一繁复表述与欧几里得之

前的所有已知著述存在显著差别， 更是几乎能确定是出自欧几里得本人的。仅

此一条， 欧几里得就可跻身大几何学家的行列。

但是， 欧几里得为何采用如此繁复的表述呢， 如今只能猜测了。我们上文

已提到过一种可能的解释， 一条也许更有可能的理由则是： “过直线外的任意

一点只有一条直线与之平行” 是不能在有限范围内确认的——因为无论检验过

多大的范围， 两条看似平行的直线都仍可能会在检验范围之外相交。 而欧几里

得的表述所着眼的 “相交” 则可在有限范围内确认， 从而可避免触及无穷这一

概念。在欧几里得时代， 乃至在有关无穷的严密框架问世之前的所有时代， 避

免触及无穷都是避免逻辑困境和诘难的有效途径。有些数学史学家及哲学家甚

至认为， 整个古希腊数学大体上都是奉行有限主义（finitism）， 或起码是排斥

所谓 “实无穷”（actual infinity）的。不仅如此， 有限主义哪怕在现代数学哲学

中也不乏追随者。

因此， 欧几里得有可能是出于古希腊数学所奉行的有限主义而将第五公设

表述得如此繁复的——当然， 再说一遍， 这只是猜测。

以上是由普罗克洛斯的第一条理由引出的介绍， 接下来再谈谈他的第

二条理由——即  “认为自己能证明第五公设”。这种  “认为自己能证明第五

公设” 感觉可以说是早期探索的真正主宰， 由此引发的是数学史上历时最

久的努力之一 ： “证明” 第五公设。从欧几里得时代算起， 直到因非欧几何

的诞生而尘埃落定， 这一努力跨越了两千多年的时间。与之相比， 曾经是

猜想或依然是猜想的哥德巴赫猜想（Goldbach conjecture）、 孪生素数猜

想（ twin prime conjecture）、 费马猜想  （Fermat conjecture）、 四色猜想

（four−color conjecture）、 黎曼猜想（Riemann hypothesis）等等都只能算  

“小年轻” 了。

下面， 我们将介绍几个有代表性的 “证明”。 这些 “证明” 不仅是对历史的

一种勾画， 而且——如我们将会看到的——也揭示了欧几里得几何的某些重要

性质。

让我们从普罗克洛斯开始介绍第五公设的 “证明”。普罗克洛斯被认为是

最后一位古典哲学家， 在他之后是漫长的中世纪。普罗克洛斯一生著述颇丰， 

其中包括了对《几何原本》第 1 卷的评注。由于包括欧几里得在内的古希腊数

学家的手稿多已不存， 评注的重要性得到了极大的提升， 普罗克洛斯的评注作

为其中的佼佼者， 是研究古希腊数学史不可或缺的资料。

关于第五公设， 普罗克洛斯在评注中除给出自己的 “证明” 外， 也介绍了前

人的 “证明”。

普罗克洛斯所介绍的前人的 “证明” 中， 最早的一个出自一位名叫波希多


