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看到本文标题后，读者或许会像读到“怎样让厌食症患者喜欢吃饭？”一样

的美好感觉。是的，纯粹数学如同伦理道德，总是“善”字当头。在人生中，我

们希望自己积点德而离圣贤更近一点，在数学中，我们也想多做好事化腐朽为神

奇。比方说，如果有种办法让一部分发散数列收敛起来，这便做了一件好事，它

的一个数学功能就是让某些发散级数可以“广义”求和，它的一个物理效果便是

让统计力学变为可能。 

当然，那些学过初等微积分中关于无穷数列收敛理论但又比较“信奉教条”

的读者，可能会问：“数列既然发散，岂有收敛之理？”不错，他们的质疑精神

可嘉，应该大力提倡。任何标准的微积分教科书中都严格定义了何时称一个数列

“收敛”、什么是收敛数列的“极限”，以及何时说一个数列是“发散”的。由于

无穷级数的收敛理论本质上就是无穷数列的收敛理论对级数部分和数列的直接应

用，反过来任何数列的收敛性可以转化为级数的收敛性，所以数列和级数几乎是

一回事。我们在下面主要把级数拿来作为范例，向读者兜售“像老母鸡变鸭似的

将发散数列变成收敛数列”的魔术技巧。 

给定一个无穷级数 a
nn=1

∞∑ ，其中 an是实数或复数无穷数列，称为该级数的

通项。在本文的数列记号中我们不外加大括号“{ }”或圆括号“( )”，以示符号

简洁，故 an既表示数列的第 n项，又表示该数列本身，就好像常见的 f(x)既表

示函数在 x的值又表示函数本身一样。定义所给级数的部分和数列 s
n
= a

kk=1

n∑ ，

即 sn是级数的前 n项的和。因为项数是有限的，所以每一个部分和 sn都是可以

怎样让发散数列收敛？ 

丁  玖 
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计算出的确定的数。如果部分和数列 sn当 n趋向于无穷大时收敛到一个数 s，

即极限 lim
n→∞
s
n
= s，则称级数 a

nn=1

∞∑ 是收敛的并且收敛到 s。这时 s叫做该级数

的和，写成 s = a
nn=1

∞∑ 。在此情形下，这堆符号的组合 a
nn=1

∞∑ 具有无歧义的数

学意义，它代表了一个叫做“级数和”的数。 

反之，如果部分和数列 sn当 n趋向于无穷大时不收敛到一个数（即该数列

发散），则所给级数 a
nn=1

∞∑ 被说成是发散的，这时，也仅仅是在这时， a
nn=1

∞∑
只是一堆数学符号的混合体而已，不代表任何数，没有任何数学意义。 

将可列无穷个数加起来以获得一个合理的“无穷级数和”这个数，如果没

有高等数学中的极限概念和手段，应该是任何人算了一辈子也完成不了的任务。

假设一个计算快手一秒钟能加一个数，他一个小时也只能加上 3600个数，离

加完无穷个数远得何止十万八千里！我国古代的哲学家庄子早就哀叹了完成这

类费时无穷大工作量的不可能性：“一尺之棰，日取其半，万世不竭”。这是伟

大的极限思想，将不可能变为可能，使得无穷多个数的求和变成现实。据说冯 •

诺伊曼就用级数求和法而不是初等方法，求解了别人考他智商的一道算术题：

在匀速相向而行的两人之间，有一只苍蝇不间断地以匀速直线运动来回飞，那

么在两人碰面时，苍蝇一共飞了多少距离？ 

正因为极限的概念是微积分大厦的基础，有必要在这里重温数列极限的

严格定义。说一个数列 xn有极限 L，意思是任给正数 ε，存在自然数 N，使得

对所有的自然数 n > N，不等式 |xn−L| < ε都成立。这个事实用符号表示就是
lim
n→∞
x
n
= L。有极限的数列称为是收敛的，否则被叫做是发散的。 

所以，如果部分和数列 sn不收敛，给出的级数 a
nn=1

∞∑ 就发散，就是一堆

无意义的符号，遑论求和了。然而，无穷级数的求和工作来自于人类对“求和”

的合理定义，这时，经典的定义不能对级数求和，我们寻找的是能不能补充定义，

对它“广义求和”。这篇文章的主题实际上是怎样广义求和发散级数，以及更

一般地对发散数列求收敛。这是个有趣也有用的问题，因为不仅在数学上许多

数列或级数不幸是发散的，而且在物理上也存在非常重要的发散级数以及不可

能收敛的运动粒子。正如力学家孙博华教授最近告诉我的，对描绘非平衡态

热力学系统之统计行为的玻尔兹曼方程的“查普曼 -恩斯科格展开（Chapman-

Enskog expansion）”进行求解，就面临着发散级数的棘手问题。 

既然收敛级数的“狭义求和”定义合理，发散级数的“广义求和”也需要

一个合理的定义。这里的合理性自然包括要满足两个基本要求。一个是，如果

级数本身在通常的意义下已经收敛，由广义求和法得到的“和”就应该等于级

数在原先意义上的和。这个要求说明“广义求和”具有“狭义求和”的“遗传性”。

另一个要求是基于传统求和法的线性性质。我们知道，微积分中的许多运算如

求极限、求导数、求积分等都具有线性特征，例如求导代数法则 

[af(x) + bg(x)]' = af' (x) + bg' (x). 

对于级数而言，也有类似的断言：如果 a
nn=1

∞∑ 和 b
nn=1

∞∑ 均为收敛级数且 c和

d为常数，则级数 (ca
nn=1

∞∑ + d b
n
)也是收敛的，而且有等式 
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(ca
n

n=1

∞

∑ + db
n
) = c a

n

n=1

∞

∑ + d b
n

n=1

∞

∑ .

我们希望发散级数的广义求和法也保持这个性质。 

怎样定义满足如上两个合理条件的发散级数广义求和法呢？一个好的思路

是“平均化处理”，或用更时髦的专业术语：“切萨罗算术平均法”。事实上，

这个法子本身就是用来对付不收敛数列的，而级数的收敛性或发散性，根据教

科书里的标准定义，实际上是关于给定级数的部分和数列而言的。所以我们来

考虑怎样让一个不收敛的数列转变为一个“收敛数列”。先举个简单例子。 

考虑数列 an = (−1)n−1。它是 1 和 −1 交替出现的无穷数列，当然不收敛。

然而如果我们取这个数列的前 n项的算术平均数，得到的 

A
n
=
1

n
a
k

k=1

n

∑ =
1

2n
[1− (−1)n]

称为原数列 an的切萨罗算术平均数列，它的各项写出来就是 

0,
1

3
, 0,

1

5
, 0,…,

1

2k −1
, 0,…,

所以当 n趋向于无穷大时 An 趋向于 0。这样，对于这个发散的数列，通过平

均化处理，我们获得了一个收敛的数列。 

一般地，对于一个数列 an，如果它对应的切萨罗算术平均数列 A
n
=
1

n
a
kk=1

n∑
收敛并收敛到极限 L，则称原数列 an在切萨罗算术平均的意义下收敛并收敛到 L。

平均化思想不仅在数学上对数列的收敛性有巨大帮助，而且它也让统计物理成

长为一门受人尊敬的学科。甚至对于人类社会的福祉和安定，现代国家在税收

上实行的“富人多缴税，穷人拿福利”政策，体现的多半也是仁慈的平均化思想。 

切萨罗（Ernesto Cesáro）是意大利的微分几何学家。尽管他写过一本关于

内蕴几何的书，其中描绘了现被称为“切萨罗曲线”的一类分形，以及几本微

切萨罗（1859−1906）
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积分教材，但他提出让可能发散的数列收敛的平均化途径，或许对后世的影响

最大，数学上受惠最大的当推遍历理论，缺了它统计力学则登不上科学的殿堂。 

读者自然会问，如果数列本来就已收敛，那么它的切萨罗算术平均数列也

收敛并收敛到同一极限吗？答案为“是的”。这是数列极限理论中的一个简单

命题，在这里我们不妨把它证出来，顺便复习一下上面所述的“ε-N”数列极
限语言。假设 an → L。任给正数 ε，存在自然数M，使得对于所有的自然数 n > M，

不等式 |an− L| < ε/2成立。现在，对所有的自然数 n > M，有 

                    
| A

n
− L |= 1

n
| (a

k

k = 1

n

∑ − L) |≤ 1
n
| | a

k

k = 1

n

∑ − L |

=
1

n
| a
k

k = 1

M

∑ − L |+ | a
k

k = M+ 1

n

∑ − L |
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟

<
1

n
| a
k

k = 1

M

∑ − L |+ n −M
n

⋅ ε
2
≤ 1
n

| a
k

k = 1

M

∑ − L |+ ε
2
.

因为M已被固定，上面不等式右端的第一项当 n趋向于无穷大时趋向于 0，故存

在自然数 N > M使得当 n > N时，这一项小于 ε/2，因此 | A
n
− L | < ε

2
+

ε
2
= ε。证毕。 

另外显见，切萨罗平均运算是线性的，即数列 can + dbn的切萨罗平均等于 c

乘以 an的切萨罗平均加上 d乘以 bn的切萨罗平均。再取极限可见，切萨罗平均的

极限运算满足线性性质。这样，如果把用于发散数列的切萨罗算术平均法移植到

对于发散级数的广义求和，这个方法满足前面提出的遗传性和线性两个基本要求。 

综上所述，我们有了发散级数的切萨罗广义求和算术平均法：对于给定的

发散级数 a
nn=1

∞∑ ，如果它的部分和数列 s
n
= a

kk=1

n∑ 在切萨罗算术平均的意义

下收敛到极限 s，则称原级数 a
nn=1

∞∑ 在切萨罗算术平均的意义下有广义和 s。

由前面我们知道，如果给定的级数 a
nn=1

∞∑ 本身已经收敛到和 s，那么它也在切

萨罗算术平均的意义下收敛到广义和 s。此外，切萨罗广义求和算术平均法是

线性的广义求和法。 

举一个历史上既简单又著名的发散级数例子： (−1)n−1
n=1

∞∑ = 1−1+1−1+!。

它的部分和数列是 sn = [1−(−1)n]/2。对所有的自然数 k: s2k−1 = 1和 s2k = 0，故数

列 sn不收敛，因此级数发散。另一方面，部分和数列 sn的切萨罗算术平均数列为： 

A
2k−1 =

k

2k −1  和 
A
2k
=
1

2
; k = 1, 2, 3,….

从而 An→
1

2 。或言之，所给级数在切萨罗算术平均意义下的广义和为
1

2 。 

 之所以要举出上面这个例子，是因为十八世纪的瑞士人欧拉对这个级数

也曾经给出和为
1

2
的结论。然而这位历史上最多产的大数学家玩起无穷级数来，

有时玩得太过自由了，因为他偶尔会自作主张地给幂级数在不收敛的点处赋上

一值，上面欧拉的答案就是这样得出的：他知道著名的幂级数求和公式（这是

公比为 r的几何级数 r
n

n=0

∞∑ = 1/ (1− r)等式的直接结果，其中 |r| < 1） 

1

1+x
= 1− x + x2 − x3 +!,
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于是他轻率地在等式两边代入 x = 1，得到等式 

1

2
= 1−1+1−1+!.

然而，这离真理还差了一步。今日，每一个学过初等级数理论的理工科大学生

都知道上述幂级数的收敛半径为 1，且收敛区域仅仅是开区间 (−1, 1)。所以欧

拉用了错误的幂级数赋值法所得到的是发散级数的广义和。其实，如果他将

−1分别乘以如上幂级数展式的两端，再将级数奇偶项彼此对调，得到一个非

幂级数形式的函数项级数 

− 1

1+ x
= x −1+ x3 − x2 +!,

然后再如法炮制地代入 x = 1，便有同一常数项级数的另一个“和” 

− 1
2
= 1−1+1−1+!,

这是多么荒唐的“数学”啊！ 

不过，如果欧拉不用直接赋值法，而是在上面对满足 0 < x < 1的 x都收敛

的幂级数等式左端的函数 1/(1+ x)取 x→ 1−时的极限（即 x趋向于 1的左极限），

就得到与切萨罗广义求和算术平均法结果相同的另一种意义下的广义和 

1

2
= 1−1+1−1+!.

将这个法子一般化，我们就得到了发散级数的第二种经典的广义求和法：对于

给定的发散级数 a
nn=1

∞∑ ，形式地写出对应的幂级数 a
nn=1

∞∑ x
n

。假如这个级数

关于满足不等式 0 < x < 1的每一个数 x都收敛（换句话说，此幂级数的收敛

半径不小于 1），并且它的和函数 f(x) 当 x → 1−时有极限 s：lim
x→1−

f (x) = s，则

此值 s 称为给定级数在泊松 - 阿贝尔幂级数意义下的广义和。这个方法曾由法

国数学家泊松用于三角级数这一特殊的情形，但其思想根植于下一段中定理

的主人、挪威伟大却早逝的数学家阿贝尔，所以让他们共享这个命名荣誉是

合适的。 

“基于幂级数和函数极限意义下的广义和”的定义陈述，让我们想起了微

积分中关于幂级数在收敛区间端点性质的阿贝尔定理：假设幂级数 a
nn=1

∞∑ x
n

的

收敛半径为 R > 0。若 a
nn=1

∞∑ R
n

收敛，则该幂级数在闭区间 [0, R]上是一致收

敛的。“函数项级数 f
nn=1

∞∑ (x)在点集 A上一致收敛到和函数 f(x)”这个性质大

大强于它在 A上逐点收敛到 f(x)，后者的定义是： f
nn=1

∞∑ (x)在 A中一点 x收

敛到数 f(x)，是指对于任意的正数 ε，存在自然数 N = N(x, ε)，使得当 n > N时， 

| f
k

k=1

n

∑ (x)− f (x) |< ε .

由此可见，逐点收敛定义中的自然数 N不仅依赖于 ε，也依赖于 x。至于一致

收敛，在它的定义中，自然数 N取值不依赖于 A中的点 x： f
nn=1

∞∑ (x)在 A上

一致收敛到 f(x)，若对任意的正数 ε，存在自然数 N = N(ε)，使得当 n > N时，

对 A中所有的 x，都有 


